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11. Absztrakt Jordan-felbontás

Mostantól feltesszük, hogy T = C.
De�níció. Legyen L egy (tetsz®leges) Lie-algebra, és δ ∈ Der(L) rögzített. Ekkor minden α ∈ C-re legyen

Lα := {a ∈ A | ∃ k : (δ − α · 1)k(a) = 0}.

Megjegyzés. Nyilvánvaló, hogy Lα = 0, ha α nem sajátértéke δ-nak, és hogy L = ⊕αLα.
Lemma. A fenti jelöléssel [LαLβ ] ⊂ Lα+β minden α, β ∈ C-re. (Speciálisan, L0 részalgebra.)

Bizonyítás.

• Indukcióval (k szerint) könnyen igazolható a

(δ − (α+ β) · 1)k[xy] =
k∑
s=0

(
k

s

)[
(δ − α · 1)s(x), (δ − β · 1)k−s(y)

]
egyenl®ség tetsz®leges α, β ∈ C-re, x, y ∈ L-re,

• amib®l az állítás adódik x ∈ Lα, y ∈ Lβ választással.

Lemma. Legyen L egy Lie-algebra, δ ∈ Der(L) ⊂ End(L). Ekkor δs, δn ∈ Der(L). (Ahol δ = δs + δn a
δ ∈ End(L) Jordan-felbontása.)

Bizonyítás.

• Elég belátni, hogy δs ∈ Der(L).

• L = ⊕αLα a δ-nak megfelel® felbontás. Ekkor δs(x) = αx minden α ∈ C, x ∈ Lα-ra.

• Tetsz®leges x ∈ Lα, y ∈ Lβ-ra

� Egyrészt
[δ(x), y] + [x, δ(y)] = [αx, y] + [x, βy] = (α+ β)[xy].

� Másrészt, az el®z® állítás szerint [xy] ∈ [LαLβ ] ⊂ Lα+β , így δ[xy] = (α+ β)[xy].

• Ezek után δs ∈ Der(L) következik az L = ⊕αLα egyenl®ségb®l és δs linearitásából.

Absztrakt Jordan-felbontás

De�níció.

• Legyen L féligegyszer¶ Lie-algebra.

• Tekintsük az L→ ad(L) = Der(L) izomor�zmust. (T: L minden deriválása bels®).

• Tetsz®leges x ∈ L-re tekintsük az adx = (adx)s + (adx)n Jordan-felbontást. (L: (adx)s, (adx)n ∈ Der(L))

• Mivel L
ad−→ Der(L) izomor�zmus, egyértelm¶en léteznek xs = x

(a)
s , xn = x

(a)
n ∈ L elemek, melyekre ad(xs) =

(adx)s, ad(xn) = (adx)n.

• Ekkor x = xs + xn, valamint [xsxn] = 0.

• Az x = xs + xn az x ∈ L absztrakt Jordan-felbontása.

• Az xs-et illetve xn-et az x féligegyszer¶ illetve nilpotens részének nevezzük.
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Megjegyzés. Egy L ⊂ gl(V ) féligegyszer¶ lineáris Lie-algebra esetén egy x ∈ L-nek látszólag kétféle Jordan-
felbontása van:

• Egyrészt, az End(V )-beli közönséges Jordan-felbontása;

• Másrészt, az L-beli absztrakt Jordan-felbontása.

Kés®bb látni fogjuk, hogy ez a két felbontás minden ilyen esetben megegyezik.

12. Féligegyszer¶ Lie-algebrák reprezentációi

L-modulusok

De�níció. (L-modulus) Legyen L Lie-algebra és V vektortér T felett. V egy L-modulus, ha adott egy L× V →
V, (x, v)→ x.v leképezés, mely

• bilineáris ((αx+ y).v = αx.v + y.v; x.(αv + w) = αx.v + x.w;

• x, y ∈ L és v ∈ V -re [xy].v = x.(y.v)− y.(x.v).

Megjegyzés. Ahogy �szokásos�, az L-modulusok és az L → gl(V ) reprezentációk kölcsönösen megfelelnek egy-
másnak.

De�níció. Legyen V egy véges dimenziós L-modulus;

• V egyszer¶, ha pontosan két részmodulusa van; (0 és V 6= 0);

• V teljesen reducibilis, ha V el®áll egyszer¶ részmodulusok direkt összegeként.

Feladat Igazoljuk, hogy V teljesen reducibilis ⇐⇒ Minden W ≤ V részmodulusnak van direkt kiegészít®je.
(W ′ ≤ V részmodulus, melyre V =W ⊕W ′)

Feladat Igazoljuk, hogy V teljesen reducibilis ⇐⇒ Minden W ≤ V részmodulusnak van direkt kiegészít®je.
(W ′ ≤ V részmodulus, melyre V =W ⊕W ′)
Feladat Legyen U és V két L-modulus. De�niáljuk L egy hatását Hom(U, V )-n az

(x.f)(u) = x.(f(u))− f(x.u) u ∈ U, x ∈ L, f ∈ Hom(U, V )

képlettel. Mutassuk meg, hogy ily módon egy L-modulus struktúrát kapunk Hom(U, V )-n.

Feladat Legyenek U és V két L-modulus. Igazoljuk, hogy az

x.(u⊗ v) = (x.u)⊗ v + u⊗ (x.v)

formula lineáris kiterjesztésével L-modulus struktúrát de�niálunk U ⊗ V -n.

13. Reprezentáció Casimir eleme

Reprezentáció nyom formája

Legyen a továbbiakban L féligegyszer¶, és φ : L→ gl(V ) véges dimenziós h¶ reprezentáció.

De�níció. (Reprezentáció nyom formája) A φ nyom formája β : L× L→ C, β(x, y) := Tr(φ(x) · φ(y)).

• A nyomforma a Killing-forma általánosítása: φ = ad : L→ gl(V ) esetén β = L Killing-formája;

• β bilineáris, szimmetrikus és �asszociatív�: β([xy], z) = β(x, [yz]) minden x, y, z ∈ L-re;

• Ha L féligegyszer¶, akkor β nem elfajuló: (Biz. R = β radikáljára R C L és R ' φ(R) ⊆ gl(V ) feloldható
(Cartan));

Feladat Legyen L egyszer¶ Lie-algebra (C felett). Legyen továbbá β1 és β2 két nem-elfajuló, szimmetrikus és
asszociatív bilineáris függvény L-en. Igazoljuk, hogy β2 = λ · β1 alkalmas λ ∈ C-re.
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Reprezentáció Casimir eleme

De�níció. Legyen x1, . . . , xn bázisa L-nek, és y1, . . . , yn az L duális bázisa β-ra nézve (azaz β(xi, yj) = δij
minden i, j-re). A φ reprezentáció Casimir eleme legyen cφ =

∑
i φ(xi)φ(yi) ∈ End(V ).

Megjegyzés. Mivel L ' φ(L) ⊆ gl(V ), egy �x φ esetén feltehetjük (és fel is tesszük), hogy L ⊆ gl(V ). Ekkor
β(x, y) = Tr(xy) és c =

∑
i xiyi ∈ End(V ) a Casimir elem. (Általában c /∈ L!)

Állítás. c független az x1, . . . , xn ∈ L bázistól és Tr(c) = dim(L).
Bizonyítás.

• Minden i, j-re legyen x′i =
∑
s asixs és y′j =

∑
t btjyt egy másik duális bázispár L-ben, azaz β(x′i, y

′
j) = δij

minden i, j-re.

• Legyenek A = (aij), B = (bij) ∈ Cn×n.

δij = β(x′i, y
′
j) =

∑
s

∑
t

asibtjβ(xs, yt) =
∑
s

asibsj = (ATB)ij ,

azaz ATB = I ⇒ ABT = I.

• Így ∑
i

x′iy
′
i =

∑
i

(∑
s

asixs

)(∑
t

btiyt

)
=
∑
s

∑
t

(( ∑
i

asibti︸ ︷︷ ︸
(ABT )st=δst

)
xsyt

)
=
∑
s

xsys = c.

• Tr(c) = Tr(
∑
s xsys) =

∑
s β(xs, ys) =

∑
s 1 = dim(L).

Tétel. c felcserélhet® L ⊂ gl(V ) minden elemével.

Bizonyítás.

• Legyen z ∈ L, be kell látnunk, hogy cz = zc.

• Legyenek aij , bij ∈ C, melyekre

[xi, z] =
∑
j

aijxj és [yi, z] =
∑
j

bijyj minden i-re.

• Minden x, y ∈ L-re
[xy, z] = xyz − xzy + xzy − zxy = x[y, z] + [x, z]y.

• Így

[c, z] =
∑
i

[xiyi, z] =
∑
i

(
xi[yi, z] + [xi, z]yi

)
=
∑
i,j

(
bijxiyj + aijxjyi

)
=
∑
i,j

(
bij + aji

)
xiyj .

• β asszociativitásából minden i, j-re

aij =
∑
s

aisβ(xs, yj) = β([xi, z], yj) = −β(xi, [yj , z])

= −
∑
s

bjsβ(xi, ys) = −bji, így [c, z] = 0.
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